



      特性汎関数による解析







































































                 〈n（左）〉＝O
 （2．1）
                 〈m（左）m（8）〉＝σ2δ（才一5）
但し，＜…〉は期待値を，δ（・）はデルタ関数を表す．階段関数
                γ（κ）一／1 二1
を用いれば上記方程式は次の形をとる；
























                ／・／一手（舳）（・・）
（λ・）   ／l・l／一篶1幸雲
                〈。・〉＝σ三十σ三




（・．・）   Ψ一ψ（ψ，1）一／・榊／一∫二・吻！（・，1）・・
である．ここにψは実数をとる試験パラメター，クは虚数単位である；ク2＝一1．速度のm次
モーメントは試験関数ψによる微分で与えられる；




               舳）一法r・一帥・／
は誤差関数である．
 次に不完全特性関数と名付ける新たた関数を導入する；
（・・）   哲（ψ，1）一・γ（・）・m／－r州・，1）・・
不完全特性関数餌は＜γ（m）mm〉の母関数であり，従って絶対値モーメントは次のように表さ
れる；
       ／l・・l／一・（，島）m重1同一（、島）m列同・・一1，乳・…
Fourier逆変換によって！をΨで表し，積分公式


















                          δm（云） 1およびm（・）の白色性，さらにLangevm方程式に基づくδm（彦）＝丁を用いた．不完全特性関
数餌の時間微分に関しても同様に
（・…） 繁一1ψ∫卜（α・β）・（1，ω）・・（1，ω）1γ［・（1，ω）1・舳・ρ（ω）
          一1ψ卜（α・β）か1・古・（w¢・÷棚
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統計量を取り扱う．多時刻統計量として最も基本的な2時刻ち∫間の相関関数
 （3．1）       ん（左，8）＝〈m（去）m（8）〉一〈m（左）〉＜m（s）〉
を例に採ると，これを求める通常の方法は遷移確率密度









       ∂（3．3）    一＜m（才）m（8）〉十α〈m（左）m（∫）〉十β＜γ［m（左）］m（広）m（8）＞＝〈m（左）m（∫）〉



























 （3．6）        のFの士（9（・））≡〈γ［m（左）］e榊〉．
このの。は時刻。に依存するg（・）の汎関数であって，不完全モーメントの母関数である；
               ルの心一。＝〈γ［m（才）1m（≠）〉









                H＝〈λ（m）〆舳（1；・）伽〉
の形を持つとき，“特性汎関数類に属する”という．
定理．特性汎関数類に属する汎関数Hに対し次式が成り立つ．
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一1（φ一州）・・∫〆（・）・（1；・）・・






 （3．10）         ρ（左）ρ（C）H＝ρ（左）H
である．この意味により以下ρを擬射影子と呼ぶ．異なる時刻に対する擬射影子〃（〃）は互いに
可換であり，また微分演算子Dとも可換である，
      ρ（玄）ρ（、）H＝ρ（。）刀（宕）H＝〈γ［舳；m）1γ［3（。；m）1、’「舳（ψ〉
        〃）D，H＝D、〃）H＝〈γ［舳；。）1B（。；m）、’「舳舳〉．
 また，実数ξ≧1をバラメターとする汎関数
                ∬、（9）＝＜。伽舳一1I・（・〕』〕d・＞
はρに直交する；
（3．11）   州∬、＝／γ［。（左）一ξ1。（左）l1。仏）（出一州・／－O．
さて，特性汎関数は明らかに特性汎関数類に属するから（λ（m）＝1，B（左；m）＝m（才））





 （3．13）       くlm（彦）le卯・”〉＝（2ρ（C）一1）D。Φ．
過程m（・）が平均〈m〉＝Oの定常な正規過程であれば，特性汎関数と不完全特性汎関数を具体
的に表現できる．即ち相関関数をん（広，8）とすると
（3．14）      の、。、、、、一。去∬舳・舳舳i・・
であり，（3．8）の積分を実行して（Appendix A参照）
（3．15） δ一I一（去・・（r舳ゆ（1）・・））～…
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が得られる．ここに
（3．16）       尾（広，・）＝舳，∫）／而
である．





                           δm（広）（317）    G（彦，・）＝G（広・1・ψ（’））＝〈δ。（、）・w〉
は時刻8に作用した外力m（8）が時刻Cのmに及ぼす影響を表すいわゆる単位応答関数に対応






（…）   （岳・α・舳））〃一・∫。O洲・（・，1）・・
（…）   （岳・α・舳）・（1，・）一δト・）・・
 この方程式に付すべき境界条件は
               0（9）＝1   （9（・）＝0）
               o（9）＝ψ（ψ，才）  （ψ（・）＝ψδ（・山6））
               G（広，8）＝O  （C＜8） （3．21）
                   1               G（玄，8）＝一の   （左＝s）                   2
               G（玄，∫）＝O  （ト13→○・）
である．第2式はのど1時刻特性関数Ψとの適合条件である．第3式は因果律を表し，第4式
 δm（広）  1                                 、           。はδm（C）＝Tに由来する．第5式は無隈の過去に加えられた外力が現在に影響を及ぼさぬとい
う物理的要請に基づく．
 モーメント法によれば相関関数を求めるには＜γ［m（云）］m（広）m（∫）〉を初めとする無限箇の多




              ∂mLangevin方程式（2．2）によってTをm（広）とm（広）で表し，〈γ［m（左）］m（玄）e榊＞にNovikov
の公式（2．13）を適用すれば
      ∂（3・22）万州”
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                o、＝Σγ、＜e｛∫伊（∫〕｛州一舳（∫〕一〕6・＞、
                   〃（4．4）
                の、一の、。一Σδ、＜、j∫舳｛∫〕一州〕6・〉、
                      η
と置けば，（3．11）により和の各項はρに直交するから
（・・）   二㍑二二（左）伽／1・・
が成立している．要請（4．2）を考慮しム＝のrρ（左）の・のg依存性を調べると





                          1 （4．6）     ．    Σδ。＝1， Σδ。ηη＝一  Σδ。η婁＝0                          2’
を課すと，の。に対する要請は満たされ，
（…）  の・一／・舳／・・÷r1・（・）／l・（・）1・舳／・・…（・・）
             一［÷・去r舳）舳1・・（・・）1・助
の形とたる．




                          1 （4．8）          Σγ。＝1， Σγηξ、＝一  Σγηξ婁＝0                          2’
を課せば次の表現を得る；
（…）  ・1一÷／・舳／ザ÷rl・（1）・1・（1）1・舳／1・・（・・）
             一［÷一六r舳，1）舳…（・・）1軌
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 応答汎関数Gについても
 （4．10）        G（広，8）＝αGλ（広，8）十ろG。（左，8）







































 （4．15）      ゐ。。（才，3）…〈m（才）m（8）〉一〈m（広）〉＜勿（8）〉
                  ＝D”、の1ψ一rハの1伊一。D、の1。一。
                  ＝6σ婁e’α■｛一8I＋ろσ婁e’（α十β〕If■s一
（1ジイ1∵ll；）
と求められる．同時に


















                 ∂m                 一十γ（m一π）＝m（C）                 ∂左
を考える．この方程式が記述する確率過程は定常状態において確率密度
            ん（・）一点・→（㌣（σ島一芸）
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を持つ正規過程である．次に，真の過程とこの代替過程における低抗力の差の二乗期待値
     〈（α十βγ（m））m一γ（m一π）2〉eq
      ＝（α一γ）2σ妻9＋α2勿2＋β［（2α十β）（（σ姜q＋π2）P＋σ、9nQ）一2γσ三qP］
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1     2     3     4
            αト∫1
（c）（α，β，σ）＝（2，2，2）
相関関数々（才，s）の計算結果 ○：シミュレーション
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                  Appendix A
正規過程の不完全特性汎関数の表現
 正規過程の特性汎関数の＝の、。㎜、1（3，！4）に関し
                  のFρ（左）の
を求める．時間軸左≧OをO≦オ、＜C。く…〈才。（広r広ゴー1＝∠）と分割し〃（・）および乃（・，・）の
離散表現
        9戸ρ（広5）， 伽＝伽＝舳｛，広ゴ）， タ，ブ：1，2，．．．，m
を与え
                            1          の＝1imΦ、， の、＝φ、（9，9、…¢、）≡e万嚢ω伽”
            n→oo
を仮定す1・固定！出に対！・・／二．1；：1置1
             Σ］万5㌶9知9茎∠一2＝o2（ゴφ）2＋2ろタφ十〇2






























 （B．2）          α0λ（ψ）十ろ0B（g）＝0，   αDλ（ψ）十ろ。08（g）＝0
たる汎関数Cλ～D。を導入し，原方程式を軌，Φ。の各々にのみ関与する項に分割する；
              L－C戸0，    工。一C。＝O （B．3）













    Hl一（音・α）（一六州））一α一・
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先ず（B．8），（B．9）の両氏を条件gλ（云，∫）＝g。（C，8）＝0，C＜8（境界条件（3．21）による）のもと
に解けば
             肘／11丁ザl11
             肘／ザズ∵ll
とたる．これを（B．6），（B．7）に代入すれば，定常過程の要請（ゐλ（広，∫），加（〃，∫）は1C一∫1の
関数）から
            んλ（左，8）＝σ三（1＋一D身）e一α一士一8I＋2C三／α
            んB（広，∫）＝σ婁（1＋。D2）e一（α十β〕If’8I＋2C差／（α十β）
たる表式を得る．
 定数α，ろとα～挑は次のように決まる．
                   ∂     ∂ （a） （B．4），（B．5）から（定常ゆえ一尾λ（C，C）＝一々。（左，左）＝0である）                   ∂左     ∂広
              1            1          C2＝一   α后λ（広，広），   C9＝    （α十β）々B（広，広）             恢         研
 （b） （3．21）サこより
                           1  1            の1ψ一F側・一・十肌1作・一ア十サー1
 （c） （B．2）カミら









                  一ユ、ん、（1，。）十ユ6ん、（1，。）一く。〉・
















      Zλ（才）＝＜（1一γ［m（広）1）m（広）m（O）〉， Z。（左）＝＜γ［m（C）］m（左）m（0）〉
と記す．特性汎関数のの方程式（3．19）とD〃（左）⑫＝〈γ『m（左）］m（広）e榊〉の方程式（3，22）を
9（O）で微分した後9＝0と置き，G（O，左）＝0（3．21）に注意すればZλ，Z。を定める式は
                  〃λ     σ2 （C1）                     ＝一αム（広）一  ツ（6）                  a左       2
                 aZ。        σ2（C・2）      ar’（α十β）Z・（1）十2州
と書かれる．ここに
 （C．3）                   y（才）＝〈δ［m（広）］m（0）〉
である．定常確率密度！（2．4）によって，初期値Zλ（0），Z。（O）を計算し，（C．1），（C．2）の解を
求めると，相関関数は次のように表される；
 （C．4）              Z（彦）＝Zλ（云）十ZB（彦）一＜m＞2
                 ＝λe一αf＋肋一（α十β）L〈m〉2＋R（才）．
ここに
                  3                 3                  σα           σあ              λ＝        B＝                 σα十σ6，        σα十σあ
（α・）   帥）一一打・1（・一一一・一舳）〃一1）
である．4．2節で述べたように関数y（広）を厳密に定めることは困難なので，以下ツ（左）の上下限




               aκ        σ2              7＝■（α十β）州十万川・
ここに
       κ（広）：くγ［m（左）］m（C）δ［m（O）］〉，    z（左）＝〈δ［m（左）］δ［m（O）］＞
である．初期条件κ（O）＝ツ（0）＝0のもとに解けば
（α・）   州一打・1・州㌃（1－1）・・






                          2   1             2（左）≧z。。＝〈δ（m）＞2＝！（O）2＝一                          π（σα十σb）2 （C．8）                     。                           2  σb             κ（c）≦κ。。＝〈γ（m）m〉〈δ（m）〉＝一                           π（σ0＋σ6）2’
このとき第1の仮定とκ（左）の表式（C．6）から
（・・）   κ（1）・釘が・1〕㌦一州一・一・）
となり，（C．7），（C．8）および（C．9）によってy（オ）の限界は
                ymi。（C）≦ツ（C）≦ツm。。（C）
       y．i、（左）＝ツ。。（1－e一αf），y。、。（左）＝ツ。。十2。。（σ三e’αLσ書e一（α十β）‘）
と与えられる．ここに
                           2σα一σわ          yo。＝〈m〉＜δ（m）〉＝一z。。（σ喜一σ芸）＝一一                           πσα十σo
である．従って関数亙（左）についても
                Rmi、（C）≦R（広）≦児m。。（C）
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     沢㎜i。（彦）＝〈m〉2（1－e一刎）十ルσ芸（e一αLe一（α十β）f）
          十尾。。σ婁［（σ三十σ姜）（e■αf（1一β彦）一e一（α十β）f）十σ婁β左（e一α竜一e’｛α十β）f）］
     Rmax（左）＝〈m＞2（1－e■α‘）十ツ的σ芸βCe一α士
を得る．一方，4．2節に求めた近似表現（4．15）を机。（左，0）＝Z。。（左）と記せば
      Z。。（C）＝λゼ刎十Be一（α十β）L〈m〉2＋〈m〉2（1－e■α‘）十y。。σ書（e’αLe一（α十β）f）
と書き換えられるから（この表現は，（C）＝価としてR（6）を算出した結果と一致する），（C．4）
と比較すれば真の形との差Z（サ）一Z・・（広）について次の評価を得る；
                ∠。i。（C）季Z（左）一Z・・（広）≦∠m。（広）
      ∠mi、（C）＝z。。σ姜［（σ三十σ葦）（e一αf（1一β左）一e■（α十β）壬）十σ芸β云（e■αf－e’（α十β）f）］






A一・ ﾀ広《！                   6
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Brownian Motion with a Discrete Drag Coe箭。ient and Its Ana五ysis
            in Terms of Characteristic Functiona1s
                     Takashi Okasaki
             （The Institute of Statistica1Mathematics）
   A functiona1formaIism is presented conceming with the stochastic process of a
Brownian partic1e whose drag coe価。ient varies discrete1y depending on whether its
ve1ocity is positive or not． The non1inear feature of the Langevin equation describing the
stochastic process makes it di舐。u1t to app1y the conventiona1Fokker－P1anck equation
approach to the determination of mu1ti－time statistics incIuding the ve1ocity corre1ation
function．
   To hand1e this situation，a new approach is deve1oped in terms of two functiona1s and
of a pseudo－projection operator．The characteristic functiona1（CHFL）is de丘ned，as a
genera1ization of ordinary characteristic functions，to be a generator of mu1ti－time
moment fmctions．The other fmctiona1，the incomp1ete characteristic functiona1
（ICHFL）is de丘ned simi1ar1y to CHFL，except that it depends on time as we11；it bears
information about statistics of partic1e ve1ocities of positive va1ues a1one as far as that
particu1ar time is concerned．The pseudo－projection operatorρis devised to project
CHFL onto ICHFL．
   Novikov’s formu1a（which eva1uates averages of Gaussian－process－dependent fmc－
tiona1s）a11ows one to derive from the Langevin equation a set of functionaI differentia1
equations governing CHFL，ICHFL and yet another functiona1（IRFL）re1ated with unit
impuIses of the driving noise process（assumed to be a Gaussian white process）．Sup－
p1emented with appropriate bomdary conditions and compatibi1ity conditions and with the
deining expression for the operatorρ，this set of functiona1equations determine comp1ete－
1y the CHFL，and hence，mu1ti－time statistics．
   Setting CHFL to be a1inear combination of two auxi1iary fmctiona1s of deinite
structure，one perpendicu1ar to刀，and the other invariant（in a restricted sense）underρ，
one can reduce the functiona1di丘erentia1equations to a set of ordinary differentia1
equations．’` so1ution to these equations is found to fix the自rst few terms in the test－
function－expansion of CHFL and of IRFL，and thereby to yie1d an approximate expression
for the ve1ocity corre1ation function．Numerica1simu1ation is performedto compare with
the corre1ation function thus obtained．The present resu1t agrees with simu1ated ones
precise1y，in contrast with the poor agreement disp1ayed by that of statistica11inearization
techniques．
Key words：Langevin equation，projection operator，functional differentia1equation，correlation
function．．
